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Losungen der Ubungsaufgaben in
Diskrete Mathematik kompakt
(Bernd Baumgarten, De Gruyter, 2024)
— Kapitel 5: Zahlen und Anzahlen —

Bitte beachten Sie:

e Versuchen Sie stets, die Aufgabe zunéchst selbst zu I6sen! Das Anschauen einer ge-
lésten Ubungsaufgabe ohne vorherigen eigenen ernsthaften Bearbeitungsversuch
ndtzt lhnen hinsichtlich des Lernerfolgs oft nicht mehr als der Genuss einer Tasse
Kaffee: Es erzeugt einfach nur vorlbergehend ein angenehmes Gefiihl, hinterlasst
aber keinen bleibenden Effekt.

e Zu jeder Aufgabe kann es verschiedene korrekte Losungen bzw. Lésungswege und
flr jede Losung mehrere Schreibweisen geben. Daher sind die in der Folge vorge-
stellten Losungen durchweg nur als Beispiele zu verstehen.

e Zusétzliche Erklarungen stehen in eckigen Klammern [ ... ].

e Auch in Ubungsaufgaben konnen Fehler stecken. Bitte beachten Sie die eventuelle
Korrigenda-Datei des Verlages.

5.1 Peano-Axiome

Wir geben hier zu jedem ausgelassenen Axiom jeweils ein oder zwei der vorgeschlagenen
Modelle an, die von den natiirlichen Zahlen verschieden sind aber die verbleibenden Axiome
erflllen (das ausgelassene Axiom jedoch nicht). Solch ein Modell gibt die Grundmenge (das
Universum) an, darauf eine Nachfolger-Relation und eine ausgewdéhlte Menge der Objekte
mit der Eigenschaft ,natiirliche Zahl“. Dazu kommt jeweils eine kleine Illustration des
Modells in welcher die Zahlenmenge eingerahmt ist:

AX. (1) auslassen: Interpretationen (b) und (h)
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AX. (2) auslassen: Interpretationen (c) und (g)
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Dabei sind die Axiome wie folgt modifiziert:

(3) Ym,ne N, (succ(m,n) ->n=0)

(4") Ym,ne INg [3k € INg (succ (m, k) A succ(n,k))] - m=n)

(5) YM((M cINg A0OeM A(VmeM, ne N, (succ(m,n) >neM)) = M =INg)

Antwort auf die Zusatzfrage: In (c) ist succ immer noch linkstotal. In (g) ist succ immer noch
rechtseindeutig. Diese beiden Eigenschaften von succ kdnnten also getrennt voneinander in
den Peano-Axiomen postuliert werden, und die Axiome waren dann immer noch unabhangig.

AX. (3) auslassen: Interpretation (f)
AX. (4) auslassen: Interpretation (e)
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AX. (5) auslassen: Interpretation (d)
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5.2 Addition und Nachfolger

Die Aussage gilt fur n=0:

0+1= plusy (1) = plusy(succ(0)) = succ(plusy (0)) = succ(0)
Es gelte succ(n)=n+1.
Dann gilt auch succ(succ(n)) = succ(n)+1, denn

succ(n) +1 = pluSgyee(ny @)

= plussucc(n)(succ(o))

= succ( plusgyceny (0))
= succ(succ(n)) .



5.3 Ordnungsrelationen auf nattirlichen Zahlen

Nach Satz 5.2 gilt mn<n<3d e INg: m+d=n.

Fir ein d € INy mit m+d =n ist entweder d =0, also m+d =n&m=m+0=n, oder
d €IN, also nach Satz 5.2 m+d =n<m<n.

Also giltauch 3d € INg: m+d=n < m=nvm<n.

5.4 Ordnungsrelationen und Vorganger auf ganzen Zahlen

a)

b)

(i) [(0,0)]. < [L0)].
[(0.D]. < [(0.0)l
(i) [(.K)]. < [(mn)]l. = [(succ(i), k)], < [(succ(m),n)].

[(,K)]. <[(mm]. = [(i,succ(k))]. < [(m,succ(n))].

[(,K)]. < [(mn)]. = [(succ(i),succ(k))]. < [(m,n)L

[,k <[(mm]. = [(i,k)]. < [(succ(m),succ(n))L

([G.K)L < [(mn)l. A[(m ml <(r.9)l) = (KL <rs)k

[ Gesucht wird im Prinzip eine induktive Definition der Quadrupel (i, k, m,n) mit
Komponenten in INg, fir die [(i,k)]. < [(m,n)]., d.h. i+n<k+m bzw.
I —k <m—n gilt (vgl. (b) unten). Bildlich gesehen sollen in der ,,unendlichen
Matrix*
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die Eintrage in eine solche Relation < gebracht werden, dass (i,k) <(m,n) genau dann
gilt, wenn die (blau angedeutete) Haupt- oder Nebendiagonale von (i, k) rechts ober-
halb der von (m, n) liegt.

Wie , kommt man* z.B. von (1,3) nach links unten zu dem groi3eren Paar (3,1)?

In der obigen Losung sorgen (i.b) und (ii.b) fur (0,0) < (0,1) und (0,1) < (0,2). Die
Transitivitét in (ii.e) liefert (0,0) < (0,2). Analog erhalten wir (0,0) < (2,0) durch (i.a),
(il.a) und (ii.e). Die Transitivitat in (ii.e) sorgt nun fir (0,2) < (2,0).

Von den bisher verglichenen Zahlenpaaren (0,2) und (2,0) aus kénnen wir uns nun
,,auf den jeweiligen Diagonalen bewegen®, ohne dass die Ungleichung verloren geht:
(ii.c) liefert den Ubergang von (0,2) < (2,0) zu (1,3) <(2,0) und (ii.d) den weiteren
Ubergang zu (1,3) < (3,1). ]

—2<-1: Wegen (i.b) —1=[(0,D)].. < [(0,0)]. =0 gilt mit (ii.b)
—-2=[(0,2)]. = [(O,succ())]. < [0O,succ(0)]. =[(0,D]. =-1

—-1<1: Wegen (i.b) -1=[(0,1)]. < [(0,0)]. =0 und (i.a) 0=[(0,0)]. < [(L,0)]. =1
gilt mit (ii.e) —1=[(0,)]. <=[(0,)]. =1.

[(1,K)]. <[(m,n)]. &= i+n<k+m (letzteres in den natlrlichen Zahlen interpretiert!),

[da [(i,k)]. dem gewohnten i—k entsprechen soll, und wegen der gewohnten Unglei-
chungsrechnung i—k<m-n< i+n<k-+m.
Dabei ist aber streng genommen noch zu beweisen, dass dies wirklich eine Definition
(wohldefiniert) ist, also unabhangig von der Wahl des Reprasentanten der Aquiva-
lenzklasse, d.h.



c)

[G.K)]. <[(mn)l. A (1K) = K) A (m,n)~(m',n) = [({" k)] <[(m",m)]..
Anders ausgedriickt: ~ muss eine Kongruenzrelation beziglich < sein. ]

-2<-1: In INg gilt m<succ(m), also 1<2 bzw. 0+1<2+0 bzw.

[(0,2)]. < [(0,D)]., d.h. in Kurzform —2 < —1.

-1<1: In Ny gilt m<succ(m) und nach einem Induktionsschritt auch

m<succ(succ(m)). Somit gilt 0<2 bzw. 0+0<1+1 bzw.
[(0D]. <[(1,0)]., d.h. in Kurzform —1<1.

pred ([(i,k)].) == [(i,succ(k))L.

Dabei bleibt aber noch zu beweisen, dass diese ,,Definition” von der Wahl des
Reprasentanten der Aquivalenzklasse unabhéngig ist.

Fir eine naturliche Zahl n>0 ist pred(n) = [(n.1)]. = pred [(n,0)]., wobei das linke
pred das der natirlichen Zahlen und das rechte das der neu konstruierten ganzen
Zahlen sein soll.

5.5 Zahlen-Paradoxien mit Kombinatorik und Wohlordnung

a)

b)

Sei M die Menge der uninteressanten natirlichen Zahlen. Dann hat M ein kleinstes
Element n, die kleinste aller uninteressanten Zahlen. Dies ist offenbar eine nicht
triviale Eigenschaft, die n interessant macht — ein Widerspruch.

Die kleinste nattrliche Zahl, die sich nicht mit einer Folge von bis zu einhundert-
finfundzwanzig Zeichen beschreiben Iasst, hat weniger als 125 Zeichen und beschreibt
die Zahl scheinbar eindeutig, im Widerspruch dazu, dass es eine der Zahlen ist, fir die
125 Zeichen nicht ausreichen. Dieses Paradoxon ist in ahnlicher Form als Berrys
Paradoxon bekannt.

5.6 Negativenbildung in den ganzen Zahlen

a)

b)

Wir haben zu zeigen, dass fur je zwei natlrliche Zahlen i,k ein passendes ne IN,

existiert, so dass (i,k) ~ (n,0) oder (i,k) = (0,n), also i+n=Kk oder i=k+n.

Nach dem Wohlordnungssatz 5.4 (oder auch bereits Lemma 5.3) hat {i,k} ein

kleinstes Element. Ist dieses Element i, so gilt i <k . Nach Satz 5.2 existiert dann ein

ne Ny derart, dass i+n=K. Ist dagegen k das kleinste Element von {i,k}, so folgt

analog i =k +n.

Ist k<i und (s.0.) k+n=i, so ist —[(i,k)]. =—{(n,0)]. =[(0,n)]. =[(k,1)]., und

analog im Fall i <k .

[Alternativ kann man argumentieren, dass [(i,k)]. +[(k,1)]. =[(i+k,k+i)]. =0.]

Ist m=[(i,k)]. und n=][(r,s)]., so gilt

(=m)-n =(-(,k)1.)-[(r,9)] per Einsetzung
=[(k,1)]. -[(r,s)]~ unter Verwendung von Aufgabenteil (b)
=[(k-r+i-s,k-s+i-r)]l. gemaR der Definition der Multiplikation in Z
=[(i-s+k-r,i-r+k-s)l.  wegen der Kommutativitat der Addition in IN,
=—[(i-r+k-s,i-s+k-r)]. unter Verwendung von Aufgabenteil (b)
=—([(1,k)]~ - [(r,9)].) geméR der Definition der Multiplikation in Z
=—(m-n) per Einsetzung



5.7 Rationale Zahlen und Dezimalbriiche

Fir eine Dezimalzahl z=a, a,_;...aq,bb,...5 ¢/ C,...C,,, mit periodischer Dezimalbruch-
entwicklung rechnet man (10™ -1)-z =d,, Ay m_1---0g.€1€,...6 aus mit Dezimalziffern
di,i=0,....,k+mund g,i=1,...,1. Hierbei ist jeweils die Dezimaldarstellung gemeint.

Far die natlrlichen Zahl n=d, ,,, dy m_1---dp€1€,...6 (Dezimaldarstellung) gilt dann

.
10' - (10™ - 1)

Der ,,naive* Algorithmus der schriftlichen Division einer ganzen Zahl durch eine natirliche
Zahl n (d.h. ohne Beachtung einer Periode) lauft so lange, bis kein Rest mehr bleibt, was
eventuell nie passiert. Im letzteren Fall 1auft er endlos.
e Endet er, ist das Ergebnis eine Zahl mit abbrechender Dezimalbruchentwicklung
& ay...8, 8,1 &.2---8 0...0 (mit m Nullen am Ende, wobei m>0), wegen

n=10"-(10"-1)-z,also z= Q.

& ay... 8,8 0.3 0..0 =10 a4, a a8 5... (A —1).9
(problemlos: ggf. 1 =0) also auch eine (eindeutige) periodische Zahl.

e Endet der Divisionsalgorithmus hingegen nicht, so missen sich irgendwann die (nur
endlich vielen moglichen unterschiedlichen) Reste 1, 2, ... oder n—1 irgendwann
wiederholen, weshalb sich die entsprechenden Dezimalziffern des Ergebnisses zwi-
schen diesen Wiederholungen ab dann auch periodisch wiederholen missen.

5.8 Ordnungsrelationen auf rationalen Zahlen

Wir definieren
i-n<k-m wenn k-n>0

[(.K)- <[(mn)L = { und

k-m<i-n wenn k-n<0
i-n<k-m wenn k-n>0
LK) <[(mn)]. < ) :
L1l <Hm. - {k-msvn wenn k-n<0
wobei jeweils die linke Ungleichung in den neuen rationalen Zahlen und die rechten in den
ganzen Zahlen zu interpretieren sind. Dies naturlich deswegen, weil [(i,k)]. dem schul-
maéRigen Bruch i/k entspricht.

[ Die entgegengesetzten Ungleichungen in den Alternativen sind dadurch bedingt, dass bei-
spielsweise (—2)-3<1-4 bei beidseitiger Division durch die negative Zahl (-2)-4 in die
entgegen gerichtete Ungleichung 3/4 >1/(-2), also 1/(—2) <3/4 Ubergeht.

Wieder kann man beweisen, dass dies wirklich Definitionen (wohldefinierte Beschreibun-
gen) sind, vgl. Aufgabe 5.4. ]



5.9 Irrationale Zahlen

Annahme: 6 =q/r mit qrez.

Wir kiirzen den Bruch so, dass +/6 =a/b, wobei a und b keine Teiler gemeinsam haben.
Dann gilt 6=a’/b?, a®=6-b%, 2 teilt a und daher auch a, so dass mit einer natrlichen
Zahl ¢ gilt: a=2-c. Also gilt 4-¢c®> =6-b?, 2-¢? =3-b?. Somit sind b? und auch b gerade
Zahlen. Insgesamt haben a und b den Teiler 2 gemeinsam, im Widerspruch zu ihrer Wahl.
Somit muss die Annahme falsch und /6 irrational sein.

Annahme: ~/3-+2 =q/r mitqez, reN.
Wir kiirzen den Bruch, so dass +/3—+/2 =a/b, wobei a und b keine Teiler gemeinsam haben.
Dann gilt
2-b
J3 :i, 3
b b?
Widerspruch zu Satz 5.6. Somit muss die Annahme falsch und J3—4/2 irrational sein.

_at+2 V2:b+b , und damit sz—ba:\/i, also /2 rational, im

5.10 Division in Dedekind’schen Schnitten

Wir definieren fiir einen Schnitt S=0* das multiplikative Inverse S™* mit S-S~ =1* und
setzen dann S;/S,:=S;-S,*, und zwar wie folgt:

Fir S<0* sei S :={1/x|x<0AxeS}, fur S>0* sei S :={1/x|x e SIU{x|x<0}, und in
beiden Fallen sei dann S := S \{supS}.

[ Wir prifen am Beispiel S =(—o0,—1/2) nach:
S ={1/x|-1/2< x<0}=(-00—2] und S = (~0,—2)
und am Beispiel T = (~,3):
T ={1/x|3< x}U(—,0] = (0,1/3] U (—0,0] = (—0,1/3] und T = (~0,1/3) ]
Dann ist z.B. fiir $>0* (und, wie man leicht sieht, damit auch S™ > 0*)
s.st ={X-y|X€S/\X20/\y€S_1}
={x/y|xeSAXx=20AygSAy=0} U(—00]

[ Die x kommen von unten und die y von oben beliebig dicht aneinander heran, so dass x/vy
beliebig dicht von unten an 1 herankommt, so dass S-St ={ze® |z<1} =1*.]



5.11 Rechnen im Komplexen

a) I.
ii.

b) i,

=B+ +(-2-+4)-i =4+2-i
=@B-D)+(-2-4)-i =2-6-i
=(31-((-2)-4)+(3-4-2-1)-i

=11+10-i
_3-2-i 1-4.i _(3-2-1)-(1-4-1)
1+4-i 1-4-i 12— (4-1)?
_B1-(=2) - (AN+B-(A+(2)D-i
1+16

__ 5. 14

17 17
(x+y-i)3 =x3+3x2y-i+3xy2-i2+y3-i3

=x3 —3xy2 + (3x2y— y3) i
(r-(cos@+sing-i))® =r3-(cos(3p) +sin(3p) -i)
=13 (cos(3p+ 27) +5in(3p + 27) - i)

=13 (cos(3p) +sin(3p) - i)
=2

bzw. =2- (cos(z?ﬁ) +sin(2§) 1)

bzw. =2- (cos(%r) +sin(4§) 1)

[ Der Radius der komplexen Wurzeln $/8 in Polardarstellung ist 2. Passender Winkel

der komplexen Wurzeln %/8 st jeder Winkel in [0,27), dessen Dreifaches ein
Vielfaches von 27 ist. ]

5.12 Gleichméchtigkeit

a) Reflexivitat: id,, bildet M bijektiv auf M ab.
b) Symmetrie:  Ist f : M — N bijektiv, dannauch f 2:N > M.
C) Transitivitat: Sind f :M — N und g: N — O bijektiv, dannauch go f: M —O.



5.13 Gleichméchtigkeit und Abbildungen

[ Nattrlich folgt die Behauptung aus dem Endlichkeitskriterium in Satz 5.11, aber hier soll die
Aussage ,,zu Ful3*, ohne 5.11, gezeigt werden. ]

Wir bezeichnen die Mé&chtigkeit einer Menge S als | S |. Hier, bei endlichen Mengen, ist dies
jeweils eine nattrliche Zahl.

Induktionsanfang:

Die Aussage stimmt fur Mengen M und N der Méchtigkeit von 0 bis 0, d.h. der Machtigkeit 0,
d.h. fir M =N =, denn dann ist die einzige Abbildung von M nach N die leere (d.h. die
Relation zwischen M und N mit null Paaren), und die ist sowohl injektiv als auch surjektiv.

Induktionsschritt:

Die Aussage stimme fur je zwei Mengen der Méchtigkeit n (Induktionsannahme o), und die
Machtigkeit |[M | bzw. [N| zweier Mengen M und N sei jeweils n+1. Wegen n+1>0 enthalt
M mindestens ein Element my. Sei M'":=M \{my}.

e Sei f:M —N eine injektive Abbildung. Mit N":=N\{f(my)} gilt fur jedes
me M’ dass f(m)eN’, denn sonst waren m=m’" und f(m)= f(m’), also f nicht
injektiv. Also gibt es die Abbildung f’:M’— N’ definiert durch f’(m):= f(m) und
mit |[M’|=|N’|=n. Sie ist ebenfalls injektiv, da aus f'(m)=f'(m,) folgt, dass
f(my)=1f(m,), also m =m, gilt. Wegen (o) ist sie surjektiv. Damit ist f aber auch
surjektiv, denn jedes Element y e N ist entweder in N und hat ein f’-Urbild in M’,
oder es ist y = f(my), so dass es in beiden Féallen ein f-Urbild in M hat.

e Seinun f:M — N eine surjektive Abbildung und f':M’— N die Einschrénkung
von f auf M\{mg}. f3(M’)=fg(M’) kann hochstens so viele Elemente wie M’

enthalten, namlich fuir M’ ={my,...,m,} die Elemente f(m,),..., f(m,), und das sind,
wenn sie alle voneinander verschieden sind, n Stiick, ansonsten weniger. [ Diese
anschauliche Begriindung ware streng genommen auch induktiv zu beweisen. ]

fa(M’) = fa(M’) umfasst entweder ganz N, falls namlich f(mg) noch ein anderes

f-Urbild in M hat, oder ihm fehlt genau f (mg) . Im ersten Fall ware f’surjektiv, und es
gélte

n+1=|M[>|M’|2|fg(M")|=N|=n+1,
was, da man daraus auf n+1>n+1 schlielen kann, unmdglich ist. Im einzig
moglichen zweiten Fall ist mit N":= N \{f (mg)} durch

f”_{M’ - N’ M\{my} - N\{f(mgy)

m +— f'(m) m - f(m) '

eine surjektive Abbildung definiert, und die ist wegen |[M'|=|N’|=n und (o) auch
injektiv. Da es sich um den Fall handelt, dass f(mg) kein weiteres f-Urbild in M hat,
ist damit auch f injektiv.

, d.h. gleichbedeutend f": {



5.14 Kombinatorik: Abbildungen, Inklusion-Exklusion

a)

b)

Sei M, die Menge der durch n teilbaren Zahlen x mit 1 < x <10000. Man sieht leicht:
Mn N M = Mggr(n,m), und |My| ist die groRte naturliche Zahl x mit n-x < 10000 bzw. die
kleinste naturliche Zahl y mit n-(y+1) > 10000 .
Wir méchten |Ms U Ms U Mg| ermitteln. Wiirden wir dafiir M4+ |[Ms| +|Mg| ansetzen,
so hatten wir die Zahlen, die Elemente genau zweier dieser Mengen sind, doppelt
gezahlt, und die Zahlen in M4 Ms Mg = M1, hétten wir sogar dreimal gezahlt.
Subtrahieren wir zum Ausgleich die Anzahlen der Elemente von My N Ms (= My ),
Mg Mg (= M24) und Ms n Mg (= Mag), so haben wir die in allen drei Schnittmengen
enthaltenen durch 4, 5 und 6 teilbaren Zahlen, also Mi5, , auch dreimal abgezogen,
mussen sie also am Ende noch einmal hinzurechnen. Insgesamt folgt (wie uns auch die
Siebformel verraten hatte):

IMs U Ms U Mg| [Ma| + [Ms] + [Me| — [Mzo| — [Mz24| — [M30| + [M120|
2500 + 2000 + 1666 —500—416 — 333 + 83
5000

Der Einfachheit halber beschrdnken wir uns auf M ={.,...,m} und N ={,...,n}. Wir
kdnnen uns ja die Elemente von M und N jeweils als a; bis ay bzw. by bis b, durch-
nummeriert denken; dann entsprechen die Abbildungen zwischen den Mengen einan-

der eineindeutig: Die Abbildung g mitg(a;) = by entspricht der Abbildung g mit
g (i) = k. Die gesuchte Zahl nennen wir Sur(m,n).

Sei f:M — N.Ist m<n, soumfasst f(M) hdchstens m Bildpunkte, genauer gesagt
m bei injektivem f , sonst echt weniger. Also kann f nicht surjektiv sein, da n—m
Elemente von N kein Urbild haben.

m<n= Sur(m,n)=0.
Ist m=n, dann ist ein surjektives f bijektiv und entspricht genau einer Permutation
auf {1, ..., n}. Also gibt es dann n! surjektive Abbildungen.

m=n=> Sur(m,n)=n!.
Aber das erhalten wir auch als Spezialfall von m>n, was wir nun voraussetzen.
1. LGsungsweqg
In der Menge NM aller f:M — N, die ja [N|M! (also n™) Elemente hat, gibt es fiir
jedes i=1,...,n die Teilmenge

F={f:M—>NJ]ig f(M)}
der Abbildungen, bei denen i nicht Bildpunkt ist. Jede Abbildung in F entspricht per
Verkleinerung des Wertebereichs genau einer Abbildung f:M — N\{i} und

umgekehrt. Von diesen gibt es (IN\{i})™!, d.h. (n—1)™ verschiedene. Sind
W,l,..., 0 unterschiedliche Zahlen aus {1, ..., n}, so ist FilmFlz m...ml:,k die

Menge der Abbildungen f:M — N, bei denen keine der Zahlen i,i,,...,i, Bild-
punkt ist. Analog zum Obigen ist deren Anzahl identisch mit der Anzahl der Abbil-
dungen von M in N \{i,i,,...,i, }, wovon es wiederum (n—k)™ verschiedene gibt.

Eine nicht surjektive Abbildung von M nach N ist eine, bei der mindestens ein
i=1...,n nicht Bildpunkt ist, also ein Element von F UF, U...UF,, und umge-

kehrt. Wir bestimmen die Machtigkeit dieser Menge Uber die Siebformel (Satz 8.2):



IFLUF, U...UF,| = S{IR||1<i<n} -S{IF AFJ|1<ik<n, i=k}
+S{IF; AF, AFY|1<i k1 <n, [{i.k,IH=3}—...

Die Durchschnitte aus r Mengen sind hierbei untereinander gleichméchtig, und ihre
Anzahl entspricht der der r-elementigen Teilmengen von {1,...,n}. Also:

IFLUF,U...UF,|=n-(n-1)" —(gj-(n—Z)m TR +(—1)”(2)-(n—n)m.
Diese Zahl ist von der Anzahl aller Abbildungen zu subtrahieren, damit wir als Ender-
gebnis fur die Anzahl der surjektiven Abbildungen erhalten:

sur(mn) = 3 (-1 -@-(n— KM = é(—l)”‘i U‘j.m .

k=0
[ Wegen des Falls m=n haben wir nebenbei gezeigt: nl= i(—l)”‘i (?)In A

i=1
2. L 6sungsweqg
Jede surjektive Abbildung f:M — N liefert mit M = f 1({k}) fur 1<k <n ein n-
Tupel My, ..., M,, derart, dass {My, ..., M.} eine Partition von M ist. Da wir die diese
mitsamt einer Reihenfolge darauf erhalten, man spricht von einer geordneten Partition,
und umgekehrt jede solche geordnete Partition Mgy,...,M,, vermittels
xeM; = f(x):=i eine surjektive Abbildung definiert, gibt es genauso viele
surjektive f:M — N wie geordnete Partitionen My,..., M,, von M. Da sich jede
Partition {M,,...,M,} in n! unterschiedliche Reihenfolgen bringen lasst, ist
Sur(m,n) das -fache der Anzahl S, , moglicher n-elementiger Partitionen
{M{,..., M} von M ={1,...,m}.

Sur(m,n)=n!-Sy ,

Smn nennt man Sterling-Zahlen zweiter Art. Wie lassen sich die Spn rekursiv
berechnen? Nur die leere Menge lasst sich durch eine leere Partition tberdecken, und
die leere Menge lasst sich ausschlieBlich durch eine leere Partition iberdecken. (Die
Elemente einer Partition sollen nichtleere Teilmengen von M sein, vgl. Korrekturen-
liste zum Buch.) In Formeln:

SO,O =lund k>1= SO,k = Sk’o =0.
Mit der Rekursionsgleichung
Sm+1,n =n- Sm,n + Sm,n—l
lassen sich dann beliebige S, , und Sur(m,n) berechnen. Wie begriindet man diese?

Die Menge der n-elementigen Partitionen von {l,...,m+1} zerfallt in zwei disjunkte
Teilmengen, die Partitionen mit Element {m+1} (Teilmenge Mit) und diejenigen ohne
(Teilmenge Ohne). Jede Partitionen P aus Mit entspricht eineindeutig einer (n-1)-
elementigen Partition P\{{m+1}} auf {l,...,m}. Von den letzteren gibt es Spy 1
Stlick. Wie viele Elemente hat Ohne? Wir denken uns jedes Partition in Ohne
eineindeutig in zwei Schritten aufgebaut: Wir bilden eine n-elementige Partition auf
{L,...,m}, was auf Sm,n Weisen geht, und stecken m-+1 zu einer der n Mengen in der
Partition dazu, was auf n Weisen geht. Also hat Ohne n-S,,, Elemente — was den
Beweis abschlieft.



5.15 Kombinatorik: Beweisbeispiele

a)

b)

Additivitét bei disjunkten Vereinigungen: Die Formel ist trivial fur n=1:|A|=|A].
Gilt sie fir n, d.h. streng paarweise geklammert, also

|G (AVA)U-UA) = (Al A D+ + A ],

so kommen bei der Vereinigung mit der zum Bisherigen disjunkten Menge A,; die
| A1 | neuen Elemente von A, hinzu:

[(C(AVA)O-UA)OUA) = AT+ A D+ + A D+ A
Wer mag, kann diesen Beweis mathematisch strenger fiihren, namlich tber die EXis-
tenz einer formal definierten bijektiven Abbildung f : 37 [ A |—> U A

L n n! n!
Wir zeigen: Wenn = +
[kj k- (n—-k)!I (k-D!- (n—k+1)!

[”}r( n j _ nt n! (per Definition bzw.
k) (k-1 kl-(n-k)!' (k-D! (n—-k+1)! Induktionsannahme)
l. — .nl
= nt-(n—k+1) + k-n! (Briiche erweitert)
kI-(n-k)!I-(n-k+1) k-(k=-1D! (n—k+1)!
_ (n—k+1+k)-n!  (In jedem Nenner zwei Faktoren zusammenge-
k!-(n—k+1)! fasst und dann gleichnamige Bruche addiert)
|
= (n+1)! (Zahler ausgerechnet)
k!-((n+1) —k)!
n+1 _
= ( ) ] (per Definition)

n
Wir beweisen die Aussage VA [|A|=n —VkeINg {B|B< Ar|B= k}|:1:(kj]

mittels vollstandiger Induktion fir alle n IN .

Induktionsanfang, n=1:

Aus |A| =1 folgt A={a} fureina, und B< AA|B=k giltnurfir B=< und k=0
bzw. {a} und 1. Sowohl fir k =0 als auch fur k =1 ist

|{B|BgAA|B|=kH=1=(|fIJ.

Induktionsschritt:
Die Aussage gelte flr ein n e IN . Wir wollen sie fur n+1 beweisen:
Ist A={ay,...,a,,1} eine Menge mit n+1 Elementen, so haben wir zu zeigen dass

fur alle k von 0 bis n+1 gilt: {B|B< Ax|B= k}|:(n:1j. Eine k-elementige
Teilmenge B von A ist nun entweder eine Teilmenge von {ay,..., a,} oder nicht. Im
ersten Fall gibt es laut Voraussetzung (EJ unterschiedliche Mdglichkeiten. Im
zweiten Fall setzt B sich zusammen aus a,,,1 und einer (k —1) -elementigen Teilmenge

n
von {ay, ..., a, }, woflr es laut Voraussetzung (k

] unterschiedliche Mdglichkeiten

gibt. Die Mengen der B gemal3 den beiden Fallen sind disjunkt, da die letzteren a4



d)

enthalten und die ersteren nicht, so dass sich gemél (a) ihre Anzahlen addieren. Also
ist die Gesamtzahl der Mdglichkeiten

(nj{ " ],d.h. nach (b): (””j.
k) k-1 K

Schauen Sie z.B. nach bei http://www.goldennumber.net/pascals-triangle/ oder
http://milan.milanovic.org/math/english/fibo/fibo4.html, sowie in Wikipedia unter
Fibionacci und Catalan.

Beispielsweise ist die Summe der Zahlen der n-ten Zeile des Pascal’schen Dreiecks

n
die n-te Zweierpotenz, d.h. formal geschreiben ZE—O(kj =2", und dies leuchtet leicht

ein:

0
e Wegen £Oj =1=20 gilt es fur die O-te Zeile (die Spitze) des Dreiecks.

e Da jede Zahl in der n+1-ten Zeile des Dreiecks die Summe der linken und rechten

oberen Nachbarin ist, gehen die Zahlen der darlberliegenden n-ten Zeile alle zwei-
mal in die Summe der n+1-ten Zeile ein, so dass die Summe Uber die n+1-te Zeile
das Doppelte der Summe tber die n-ten Zeile ergibt.

0 1 (kil} @

am Rand: N, innen: SN,
|
1| n+1
k
[Unter Verwendung der Binomialexpansion, angewendet auf (1+1)", geht das Ganze
sogar noch kirzer.]

5.16 Kombinatorik: Kugeln in Urnen

a)

[ Vergleiche Ubersicht in Tab. 5.2! ]

Geordnet, mit Zuriicklegen: n*=7*=7.7.7-7 = 2401.
[ Mit Kugeln 1 bis 7: 1111, 1112, ... 1117, 1121, 1122 usw. bis 7777,
den Zeichenfolgen der Lénge 4 tber {1, ..., 7} entsprechend. ]
Geordnet, ohne Zurtcklegen: n!/(n—-k)! = 71/(7—-4)! = 7-6-5-4=840.
[ Mit Kugeln 1 bis 7: 1234, 1243, 1324, usw. bis 7654,
den Permutationen von jeweils 4 aus {1, ..., 7} entsprechend. ]

|
7} 7654

4) 4131 4321
[ Mit Kugeln 1 bis 7: {1,2,3,4}, {1,2,3,5}, {1,2,3,6}, usw. bis {4,5,6,7},
den 4-elementigen Teilmengen von 1 bis 7 entsprechend. ]
10 10! 10-9-8-7
4 4.6  4.3.2-1
[ Mit Kugeln 1 bis 7: {1,1,1,1},, {1,1,1,2},, {1,1,1,3},, usw. bis {7,7,7,7},,,
den 4-elementigen Multimengen (ber 1 bis 7 entsprechend. ]

Ungeordnet, ohne Zurticklegen: C(n,k) = (

. } n+k-1
Ungeordnet, mit Zurtcklegen: ( " J = (



b)

Geordnet, mit Zuriicklegen: nk = 2% =2.2.2.2=16
n =2, da nur Ergebnisse r oder s moglich.

Mit Kugelvorrat {r,r,r,r,s,s,s},: rrrr, rrrs, resr, rrss, usw. bis sssr, ssss
Geordnet, ohne Zuricklegen:wie vorher, aber ohne ssss, also 15.

Mit Kugelvorrat {r,r,r,r,s,s,s},: Frre, rrrs, resr, rrss, usw. bis sssr
Ungeordnet, ohne Zuriicklegen: 4.

Mit Kugelvorrat {r,r,r,r,s,s,s},: {r.rrr}, {r.rrst, {r.rssh, {r.sss},
Ungeordnet, mit Zurtcklegen: 5

Namlich wie ohne Zurlcklegen plus die Mdglichkeit {s,s,s,s},

[ Dampfer: Reine Z&hlungen wie in (b) haben meist geringe Bedeutung, da in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung die einzelnen Stichproben danach zu gewichten sind, auf wieviele
unterschiedliche Arten (mit unterschiedlichen Kugeln) sie zustande kommen kdnnen. ]

5.17 Kombinatorik: Wege und Worter

a)

b)

Bewegungsrichtungen A(bwaérts) und R(echts).
Wegbeschreibungen: Folgen aus n R’s und m A’s, im Beispiel also RRARA und
AARRR. Alle diese sind Permutationen einer als Folge notierten Multimenge (sog.
Permutationen einer Multimenge), wovon es

(m+n)!/(m!-nl)
verschiedene gibt.

[ Schaut man auf die Positionen der m A’s als Teilmengen von {l,2,...,m+n}, SO
erweist sich dies (natdrlich) gleichzeitig als Anzahl der m-elementigen (aber auch der

n-elementigen) Teilmengen einer (m+n)-elementigen Menge: [mr:]r n) = [mn+ n) ]

Auch dies ist ein Fall von Permutationen einer Multimenge, hier also
(11)1/(4!-41-21-11) = (11-10-9-8-7-6-5-41) /(41-(4-2) - (3-2)) =11-10-9-7-5= 34.650.

Erste Frage: Flr das erste A gibt es drei Mdglichkeiten, dann flr das erste N zwei, fir
das zweite N eine und fir das zweite A noch zwei, zusammen genommen
3-2:1.2=12.

Zweite Frage: ... und dies unter 7-6-5-4 =840 gleichberechtigten moglichen Stich-
proben. Wie am Ende der Losung von 5.14 angedeutet, ist eine solche Fragestellung
ein Schritt hin zur Wahrscheinlichkeitsberechnung: Die Chance, ANNA zu ziehen, ist
12/840.

5.18 Kombinatorik: Multimengen und Folgen

Man schreibt alle 1024 zehngliedrigen Folgen aus Einsen und Nullen auf — systema-
tisch, ohne eine zu vergessen oder mehrfach aufzuschreiben. Beispielsweise kann man
alle Bindrzahlen von 1024 bis 2047 in wachsender Grofl3e schreiben und dberall die
flhrende Eins weglassen (bzw. die von 0 bis 1023, aber vorne mit Nullen auf zehn
Zeichen aufgefuttert). Dann z&hlt man unter den aufgeschriebenen Folgen diejenigen
mit genau 6 Einsen.



Man kann sich aber auch das Aufschreiben der unpassenden Zahlen ersparen, indem
man gleich systematisch nur alle Folgen aus 6 Einsen und 4 Nullen generiert (und sie
dann zahlt), etwa mit der Deklaration:

DoIt (i,k,string) :=

BEGIN
IF 1i=0 AND k=0 THEN BEGIN PRINT("-"); PRINT(string) END;
IF i>0 THEN DoIt (i-1,k,attach(string,’1’));
IF k>0 THEN DolIt (i, k-1,attach(string,’0’));

END

und deren Aufruf mit DoIt (6,4,”").

Man definiert und berechnet unmittelbar die Funktion Anz(i,k) der Anzahl aller Folgen
aus i Einsen und k Nullen (i,k>0) rekursiv, indem man (abgesehen von den
Randféllen) zwischen den mit 1 beginnenden und den mit O beginnenden unterschei-
det:

Anz (i, k) := IF (i=0 OR k=0) THEN 1
ELSE Anz (i-1,k)+ Anz (i, k-1)

Damit ruft man auf: anz (6, 4).

Man kann die Folgen eineindeutig codieren durch die Angabe der vier Positionen der
Nullen in der Folge. Die gesuchte Anzahl ist also auch die Anzahl der vier-ele-
mentigen Teilmengen der zehn-elementigen Menge {1, ..., 10}, und das sind alle

ungeordneten 4-aus-10-Stichproben ohne Zurlcklegen, also C(10,4) = (i?j = 210.

Analog kdnnte man den 6 Einsen ihre Positionen zuordnen und gelangt so zu C(10,6),
was den gleichen Wert ergibt.

Wenn man die Einsen als Trennstriche zwischen den Nullen auffasst, so dass sich die
Nullen auf die 7 Bereiche vor, zwischen und hinter den Trennstrichen verteilen, kann
man die gesuchten 0-1-Folgen auch als Verteilungsergebnisse sehen. Man stellt sich
vor, dass man vier ununterscheidbare Kugeln auf sieben unterscheidbare Urnen 1 bis 7
verteilt (Modell A). Nun entspricht das Legen einer Kugel in Urne i in Modell A dem
Ziehen der Kugel i aus einer Urne mit Kugeln 1 bis 7 und anschlieRendem Zuriick-
legen (Modell B). Das Zurticklegen riihrt daher, dass in Modell A die Urne i auch fur
weitere Kugeln zur Verfugung steht. Dass in Modell A die Kugeln ununterscheidbar
sind, bedeutet in Modell B, dass nicht die genaue Folge der gezogenen Kugelnummern
als Ergebnis zahlt sondern wie oft jede vorkommt, also deren Multimenge. Die
Verteilungsergebnisse entsprechen also Ziehungsergebnissen, ndmlich den ungeord-
neten 4-aus-7-Stichproben mit Zuriicklegen, mit der Anzahl

7+4-1 10
( s )20(10,4):(4):210.

Analog konnte man vier die Nullen als Trennzeichen von fiinf Bereichen betrachten
und nach der obigen Uberlegung fragen: Wie oft hat man jede von finf unterscheid-
baren Kugeln 1 bis 5 gezogen, wenn man sechsmal zieht und zurlcklegt? Das fiihrt

5+6-1 10
analog zu ( 5 j_(e)_ 210.



5.19 Kombinatorik: Abbildungen

Wie kann man im Falle M ={aj,a,,...,ay,_3,8,} und |[N|=n eine injektive Abbildung
f:M — N bestimmen? Zuerst kann man f(a;) unter den n Elementen von N frei wahlen,
dann — um die Injektivitat zu wahren — f (a,) unter den n—1 Elementen von N\{a;}, f(a3)

unter den n—2 Elementen von N \{f (&), f(a,)}, usw. Nach dem Prinzip der Verkettung
von (hier nacheinander m) Auswahlmdglichkeiten gibt es daher
(N=0)-(N=1)-(N=3)-...-(n—(M—-1)) = — "
(n—m)!
injektive Abbildungen f:M — N. Dies gilt natlrlich nur, wenn m<n, denn sonst gibt es
dabei mittendrin kein einziges Element mehr zum Auswahlen, also auch keine einzige injek-
tive Abbildung, so dass deren Anzahl dann 0 betrégt.
[ Wer mag, kann sich dieses noch recht formlos erlangte Ergebnis etwas formaler beweisen,
etwa nach folgendem Schema:
e Man leitet zum einen aus f :M — N injektiv A [M|=mA |[N|=n Am>n einen Wi-
derspruch ab, was dann die oben abschlieRend erwéhnte Anzahl 0 beweist .
e Dann beweist man fiir beliebiges k >0 die Aussage

(IM|=mA [N|= m+k)=Kf:M >N f injektivﬂzw

induktiv fir alle m>0, denn:

o Sie gilt fir m=0 (wegen der leeren als einziger injektiver Abbildung).

o Wenn sie fur m gilt (#), so gilt sie auch fur m+1 anstelle von m, denn es gibt
dann ein aeM und bei injektivem f:M — N daher m+k+1 Mdglichkeiten
fur f(a) und wegen (#) m+k /k!' Mdglichkeiten fur die — dann auch wohldefi-
nierte und injektive — Abbildung g: M \{a}— N \{f (a)} mit g(x) = f(x).

Wem das noch nicht reicht, der kann auch den Multiplikationseffekt bei verketteten Wahl-
mdoglichkeiten Uber eine Betrachtung der Machtigkeit geeigneter kartesischer Produkte
formal beweisen. ]

5.20 Unendliche Anzahlen und Hilberts Hotel

Alle bisherigen Gaste (auBer dem in Zimmer 1) ziehen gleichzeitig um, und zwar aus Zimmer
Nummer n in das Zimmer Nummer 2-n—1. Jeder neue Gast G, bekommt das frei werdende
Zimmer Nummer 2-n.

[ Oder auch umgekehrt, alle alten Géste nach 2-n, die neuen nach 2-n—-1.]

5.21 Einige abzahlbare Mengen

a) f:n—n-1 bildet N bijektiv auf Ny und g:n—2n N, bijektiv auf die Menge
der geraden Zahlen > 0 ab. Damit ist go f eine Bijektion von den natirlichen auf die
geraden Zahlen > 0, die Mengen sind gleichmé&chtig, also die letztere auch abz&hlbar.

b) h mit h(n) := (n—1)/2 fur ungerade n und h(n) := —(n/2) flr gerade n bildet N bijektiv
auf die ganzen Zahlen ab. Damit ist h eine Bijektion von den natirlichen auf die
ganzen Zahlen, die Mengen sind gleichméchtig, und die letztere ist abzahlbar.



d)

Ist A abzahlbar unendlich (wegen der Verkettung von Bijektionen genugt hier der Fall
A=N) und M < A unendlich, dann betrachten wir die Abbildung f: N — M, die
wie folgt induktiv definiert ist (und quasi M nach wachsender GroR3e ordnet):
f(1):=minM, f(n+1):=min M\ {f (D), .., f(n)}).

Sie ist injektiv, sonst ware mit f(n)= f(m), n>m, f(n) das Minimum und damit
Element einer Menge, die gar nicht f(n) enthélt. Zu jedem meM existieren nur
endlich viele, ndmlich hochstens n —1 kleinere Elemente in M, sagen wir i Stiick. Dann
ist m = f (i+1). Also ist f auch surjektiv und insgesamt eine Bijektion von N auf M,
und somit M abzéhlbar.

Die Abbildung f: N —- NxN mit f(n):=(n,1) ist eine injektive Abbildung, woraus

nach Satz 5.7 (ber die Eigenschaften der Méachtigkeitsrelationen N =< Nx N folgt.
Nach Satz 5.21, dem Fundamentalsatz der Arithmetik ist g:NxN—N mit

g(m,n):=2"-3" injektiv, woraus nach Satz 5.7 NxN <N folgt. Satz 5.13 von

Schroder, Bernstein und Cantor liefert mit N ~INx N die gewiinschte Abzahlbar-
keit. [Abbildung 5.18 liefert eine anschauliche weitere Beweisidee.]

Die Folgenmenge bezeichnen wir mit F, die n-te Primzahl als p,. Der Beweis der
Abzéhlbarkeit von F entspricht dem Beweis in (d), wobei in analogen Rollen die
Funktionen

N - F F - N
f: und g: % X X
n — (n) (X, Xg,yeeey X)) > 271:3%2.p, "

verwendet werden. Die Technik mit den Primzahlpotenzen bei g nennt man Gdodel-
Nummerierung oder Godelisierung.

Diese abzahlbar vielen Mengen seien aufgezahlt als M{, M,, ..., mit jeweils der
Machtigkeit my, m,, ...e N, und wir setzen M :UﬁlMi. Die endlich vielen Ele-
mente jedes einzelnen M; seien durchgezahlt als X4, X 5, ..., X m, - Da es sich um

eine unendliche Menge von Mengen handelt, missen die M; insgesamt unendlich

viele verschiedene Elemente enthalten, sonst konnte es nur endlich viele unterschied-
liche M; geben.

Fir jedes x e M existiert ein kleinstes i, fur das x € M; ist —nennen wir es r(x) [eine
legere Funktionsdefinition]. Die eindeutige laufende Nummer von x in M,y nennen
wir s(x) [noch eine legere Funktionsdefinition], so dass X = X;(x) s(x) - Die Abbildung
f i x = (r(x),s(x)) ist injektiv von M in Nx N, so dass M= Nx N . Wenn wir den

Wertebereich auf f(M) einschranken zur Abbildung f’, erhalten wir eine Bijektion
zwischen M und f(M). Letzteres ist nach (c) oben abzahlbar, d.h. Bildmenge einer

Bijektion g von N aus. Insgesamt ist f'2og bijektiv von N auf M, also M
abzahlbar.



5.22 Cantor’sches Diagonalverfahren

f ist surjektiv, denn jede Folge X = x;X5X5... istidentisch mit f({ne N|x,=1}).
f ist injektiv, denn immer wenn f(M)= f(N)=X;X,X3... gilt, gilt fir alle natiirlichen Zah-
lenn: neM < x,=1 < neN, insgesamt also M =N .
Waren die Teilmengen abzahlbar unendlich viele, M, M,, ..., kdnnten wir ihre zugehdorigen
0-1-Folgen f(M,) wieder a la Cantor untereinander schreiben und per Diagonalverfahren
eine noch nicht aufgezéhlte Folge bzw. zugehorige Teilmenge wie folgt konstruieren:
0 wenn f(Mp),=1

M _{1 wenn  f(M,),=0"

mym, ms ... ist ndmlich eine Folge, die nicht in der Liste f(M;), (M,),...steht, da sie sich

vom n-ten Listenelement an der n-ten Stelle unterscheidet. Das f -Urbild dieser Folge wére

dann nicht unter den My, M,, ... — im Widerspruch zur Annahme, die daher nicht gelten
kann.

5.23 Bijektion zwischen (0,1) und IR

Eine Moglichkeit: Der durchgezogene Hyperbelteil, also das Bild von f(x)=1/x, 0<x<1,
wird um 1 nach unten verschoben ( f;(x) =1/x—1) und um die Halfte in Richtung y-Achse

zusammengedriickt (also x verdoppelt): f,(X) :Zi—l (fetter Kurventeil rechts). SchlieBlich
X

wird eine Kopie des Zweiges um 180" um den Punkt (1/2,0) rotiert und angehangt (gestri-
chelter Kurventeil rechts). Die Rotation entspricht einer Spiegelung an der Geraden x =1/2

(x durch 1—x ersetzen) mit anschlieBender Spiegelung an der x-Achse (Vorzeichenumkehr des
Funktionswertes)

4A|\ 31

2\ — j\

v

e V12 3 4

v,
-

Insgesamt leistet daher die folgende Funktion das Gewiinschte:

i—1 , wenn O<xs%

9(x) = f_x .
2(1-x)

1
wenn ESX<1



5.24 Gleichheit modulo als Kongruenz

Gilt 1, ~,1, und my ~, m, so existieren ganze Zahlen a und b mit l; -1, =a-n und
my —m, =b-n. Also gilt ...
e beziglich der Addition:
(I +my) — (I +my)
d.h. (I +my) ~, (I +my);
e bezuglich der Multiplikation:

(h=)+(m—-my) = (a+b)-n

b -my =1y -my = h-m—l-m+l-m =l -m
= my-(h =)+ - (M —my)
= (m-a+l,-b)-n

d.h. (lp-my) ~, (I-my).
5.25 Neunerprobe
Man konnte halbformal argumentieren: So wie 1000-1 = 999, ist allgemein
#)  10%-1=Y¥79.10'.
Daraus folgt fur die Differenz A := (n-stellige Zahl a, a,_;...a; 8y ) — (deren Quersumme):
A =30 o a10 -3 o a
=30, a - (10* ~1)
=30 ac-Yr29.10
=9-(Zk_o & - X101,

sodass diese durch 9 teilbar ist. Damit sind Zahl und Quersumme immer beide durch 9 teilbar
oder beide nicht.

Nun ist (#) zwar einleuchtend, aber wie kénnte man ,,zahlentheoretisch* argumentieren? —
Wegen der Kongruenzeigenschaft von ~4 bezlglich der Multiplikation, siehe Satz 5.17, folgt

(mit vollstandiger Induktion), dass auch die gleichen Potenzen dquivalenter Zahlen dquivalent
sind, so dass aus 10 ~¢ 1 fir beliebige k >1 folgt: 10 ~9 1. Und ebenfalls mit Satz 5.17

folgt, dass (#) Yp_, ay -10¢ ~¢ 30_, &, -1, und damit ,,n-stellige Zahl ~, Quersumme*.

[ Weiterflihrende Anregung: Eine ,,Siebenerprobe” gilt nicht, denn z.B. ist 14 durch 7 teil-
bar, nicht aber die Quersumme 5 von 14. ,Wo* gilt die Siebenerprobe dennoch? Tipp: am
ehesten doch ,,dort, wo 100—1=77 gilt“! ]

5.26 Rechenregeln in Restklassenringen

Wir verzichten hier auf die vereinfachte Notation der Restklassen. Alle Eigenschaften folgen
sofort aus der Definition der Rechenoperationen in Z, und den entsprechenden Eigenschaf-
tenin Z (zeilenweise zu lesen):

[k]-n +[1]-n =[k+I11-q =[I+kl-q =[1-n +[kl-n,
[k]-n +[-K]-n =[k+(=K)]-q =[0]-n,
[-kI-n +[K]-n =[(=k)+Kk]-q =[0]-n,

[Klop + (1-n +[Ml-p) =[Klop+0+mly  =[k+(+m], =[k+1)+m),
=[k+1]q +[mly = (k] +[1]-n) +[m]-p

[Kl-n - (M-n +[Ml-n)  =[k]op -[h+ml, =[k-(+m)],  =[k-1+k-m),
=[k-1]-p +[k-mly =([k]-q -[1-n) + (K] -[M]-p)



5.27 Rechen- und Mengenoperationen auf Restklassen

a) Wir mussen hier zwischen Restklassen und Zahlen unterscheiden und verzichten daher
auf die vereinfachte Notation.

o [ep +IMlop cdx+yIxelllg Ay e[m]}:
Fir z e[l]-, +[m]-, gilt per Definition ze[l+m].,, dh. z=I+m+t-n,
also z=(l+t-n)+(m+0-n).
x=l+t-n, y=m+0-n zeigt ze{x+y|xe[ll., Aye[m].,}.

o {x+ylxell,ayelml}cl, +ml,:
Fir ze{x+y|xelll., Ayelm]l_,}ist z=(+s-n)+(m+t-n), also
z=l+m+(s+t)-n,also ze[l+m]_,

b) Nein: Wenn z.B. n=4 und | =m =2, dann ist

0e[0]-, =[N~y - [M, \ {X- Y| x€l]-, AY €[M]_,}, da die Betrége jedes der Pro-
dukte aus der hinteren Menge > 4 sind.

5.28 Eine Folge teilerfremder Zahlen

In Ubung 3.22(¢) wurde gezeigt, dass Fy-Fy-...-F,_+2=F,, wobei F, =2?)+1, d.h.

0
inshesondere F, =2 41=2'+1=3 gilt. Nehmen wir an, F, und F, mit m<n hétten
einen Teiler t >1 gemeinsam, so ware t auch Teiler von
Fn —Fm (Fo N Fl Fm—l' Fm+1'...' Fn_l):2,
was zu t =2 fihrt. Nun ist 2 aber weder Teiler von F,, noch von F,, da alle Fermat-Zahlen

aufgrund ihrer Definition ungerade sind. Wegen dieses Widerspruchs ist die Annahme falsch,
und F,, und F, sind teilerfremd.

5.29 Teilerfremde Multiplikatoren in Restklassenringen

Mit Ubung 5.13 beispielsweise sehen wir, dass f genau dann bijektiv ist, wenn es injektiv
ist. Wir zeigen in zwei Schritten, dass f genau dann injektiv ist, wenn m und n teilerfremd
sind.

e Sind mund n teilerfremd, dann ist f injektiv:
Seien m und n teilerfremd, also ggT (m,n) =1, und f(i) = f(k), also
[m-i]l., =[m-k]., bzw. m-i ~, m-k. Mit Lemma 5.23(a) folgt i~, k,
also i =[i].,, =[K]-, =k . Somitist f injektiv.

e Sind mund n nicht teilerfremd, dann ist f nicht injektiv:
Sind m und n nicht teilerfremd und a:=ggT (m,n), so ist a>0 und es existieren
natirliche Zahlen b und ¢ mit m=a-b, n=b-c und n>c>b. Dann ist aber
f([c]-n) =[m-c]-y =[a-b-c]-, =[a-n]_, =[0]-y =[M-0]-, = f([0]-,) und f
nicht injektiv.



5.30 Der grofRte gemeinsame Teiler als Linearkombination

a)

b)

ggT-Berechnung: 102=3-30+12, 30=2-12+6, 12=2-6+0.

also: ggT(102,30) =6
Rickrechnung: 12=102-3-30,
6 =30-2-12=30-2-(102—-3-30)
=7-30-2-102

[ Der ggT mehrerer Zahlen kann, wie im Text erwahnt, durch mehrere Berechnungen
eines ggT zweier Zahlen ermittelt werden, und dies in unterschiedlichen Reihenfol-
gen, beispielsweise

ggT (a,b,c) = gdT(a, 09T (b,c)) = gdT(b,gdT (a,c)) = ggT(c,ggT(a, b)) -

Entsprechend erhélt man jeweils eine Darstellung der einzelnen (End- und Zwi-
schen-) ggTs als Linearkombination der Ausgangszahlen. Wir versuchen dies und
sind am Ziel, wenn sich so unterschiedliche Linearkombinationen ergeben: ]

ggT(60,84,210) =09T(ggT(60,84),210)

ggT-Berechnung 60,84: 84=1-60+24, 60=2-24+12, 24=2-12+0.
ggT(60,84) = 12

ggT-Berechnung 210,12: 210=17-12+6,12=2-6+0.

ggT(60,84,210) = 6

Ruckrechnungen: 24=84-60, 12=60-2-24=60-2-(84—-60)=3-60—2-84,
6 =210-17-12=210-17-(3-60—2-84)
=210-51-60+34-84

ggT(60,84,210) =9ggT(ggT(60,210),84)

ggT-Berechnung 60,210: 210=3-60+30, 60=2-30+0.
ggT(60,210) = 30

ggT-Berechnung 84,30: 84=2-30+24,30=24+6, 24=4-6+0.
ggT(60,84,210) = 6

Rickrechnungen: 30=210-3-60,
6 =30-24=30—(84—2-30)=3-30—84=23-(210—3-60) —84
=3-210-9-60-84

5.31 Primfaktorzerlegung

[ Man kann systematisch versuchen, die Zahl (und dann die verbleibenden Quotienten) durch
moglichst kleine Primfaktoren zu dividieren. Ebenso gut kann man aber auch zwischendurch
in zwei Nicht-Primzahlen zu zerlegen. ]

Teilerbaum systematisch Teilerbaum alternativ
4284 4284
/ \ / AN
2 2142 12 357
/ \ / \ / \
2 1071 3 4 3 119
/ N\ / \ /\
3 357 2 2 7 17
/ N\
3 119
/ \

7 17



5.32 Divisionsreste

a) Reste: 5,0,4,8,3,7,2,6,1
b) Das sind genau alle ganzen Zahlen von 0 bis 9 -1 wegen Lemma 5.23(c)

5.33 Multiplikativitat der Euler’schen Phi-Funktion

Sind m und n teilerfremd, so haben sie keine Primfaktoren gemeinsam, die ja sonst gemein-
same Teiler waren. Hat m die Primfaktorenmenge {p;, p», ..., pj} und n die Primfaktoren-
menge {q;,d,, ..., g} — hier ist also jede in der Primfaktorzerlegung mehrfach vorkom-
mende Primzahl nur einmal aufgezéhlt —, so hat m-n die Primfaktorenmenge

{ Py P2 - Pis GG, - G}, UNd

@(m-n) =m-n-(1-1py)-...-(1-1/p;)- (1-13/q)-...- (1-1/qy)
=m-(1-1p)-...-A-Yp)-n-1-Yap)-...-1-1/q)
=p(m)-p(n)

5.34 Satz von Euler

11 und 8 sind teilerfremd, ggT(11,8)=1.
@) ={L357} =4

Eulers Verallgemeinerung des Fermat’schen Satzes = 11* =1 (mod 8) ,
und damit gilt modulo 8:

11* =1 sowie 11=3 und infolgedessen
1M1 21142743 2 (11427 193 =127 .33 = 27 =3.

5.35 Eindeutige Division im Restklassenring
[ 7-x=24 (mod 30) lautet in anderer Notation 7-x ~3724 bzw. [71-,, - [XI-,, =[24]~5,.]
Wegen 7-x=24+2z-30 flr ein ze Z muss auch die linke Seite 7-x, und damit x, durch 6
teilbar sein: x =6-x’ fur ganzzahliges x'.
Mit m:=6, n:==30, i:=7-x" und k:=4+5-z liefert das Obige:

m-i ~, m-k undggT(m,n) =6,
und gemal Lemma 5.23(1) folgt daraus 7-x'~54+5-z2~54.

Versuche, die letzte Kongruenz mit x'=1,2,3,... zu erfiillen, liefern x'=2, x=12 und
7-x=24+2z-30 mit z=2,also 7-x=24 (mod 30).

5.36 Mehrdeutige Division im Restklassenring

Der Losbarkeitssatz 5.28 sagt uns, dass die Gleichung wegen ggT(64,84)=4 genau vier
paarweise nicht-84-kongruente Lésungen besitzt, und zwar

x0+i-%4,also Xo+1-21 (o) miti=0,12, bzw. 3,

wobei X, die (mod 21 einzige) LAsung von
64 ‘= 16

5 X= f (mod 21), also 16-x =4 (mod 21), also auch (#) 4-x =1 (mod 21)

ist. Die Kongruenz- bzw. Restklassenrechenregeln fuihren von (#) zu
4.x =-20 (mod 21)
X -5 (mod 21)
X =16 (mod 21)

(o) liefert dann die Losungen 16, 37, 58 und 79 (jeweils mod 84).



5.37 Zahlen mit vorgegebenen Divisionsresten

a) Wir gehen wie im Beweis des Chinesischen Restwertesatzes vor und setzen bzw.
erhalten der Reihe nach:
k=3, m=3 my,=5 my=7, =2 =3 =2
m=m-my,-mg=3-5-7=105
M;=5.-7=35 M,=3.7=21, M3=3-5=15
Wir gewinnen aus der Berechnung des ggT 1 der Paare M;, m; ganzzahlige Koeffizi-
enten s;, t; fur s; - M; +t; - m; =1 — wie im Beweis des Lemmas von Bézout:
o 5-35+t-3=1:
35=11.-3+2 & 3=1-2+1 = 1=3-2=3-(35-11-3)=-1-35+12-3
o S,-21+t,-5=1:
21=4-5+1 = 1=1.21-4-5
o S3-15+41t3-7=1:
15=2-7+1 = 1=1.15-2.7
Die Koeeffizienten s; =-1, s, =s; =1 gehen ein in ein passendes x:
X = 8-M-R+8-My-h+S3-M3 13
(-1)-35-2+1-21-3+1-15-2
= 23
Alle Losungen gleichen einander mod m, und m=105; insofern ist 23 die kleinste und
128 die néachstgroRere.

b) Spielen wir den Chinesischen Restwertsatz nun mit
k=4, m=3 my=4 my=5my=7, =1 rn=1 =1 r,=0
m=m -m,-mg-my =3-4-5-7=420
M; =140, M, =105, M; =84, M, =60
durch, geht es weiter mit
o 5-140+t -3=1:
140=46-3+2 & 3=1-2+1= 1=3-2=3-(140—-46-3)=-1-140+47-3
e 5,-105+t,-4=1:
105=26-4+1 = 1=105-26-4
o S3-84+413-5=1:
84=16-5+4 & 5=1-4+1 = 1=5-4=5-(84-16-5)=-1-84+17-5
o S3-60+1t3-7=1:
60=8-7+4 &7=1-4+3 &4=1-3+1
= 1=4-3=4—-(7-4)=2-(60-8-7)—7=2-60-17-7

X =8 -M-n+S-My-1,+83-M3-r+s,-My -1y
= (-1)-140-1+1-105-1+(-1)-84-1+2-60-0
= —119
Weitere x unterscheiden sich um Vielfache von 420. Das kleinste Positive X ist also

301.

[ Es geht aber auch ohne derart ,,schweres Gerat®. Die Losung minus 1 muss ein Viel-
faches von 60 sein (warum?). Also suchen wir unter den Zahlen 1, 61, 121 usw. nach
Vielfachen von 7 und werden bei 301 fundig (Warum sind nicht alle keine Vielfa-
chen von 7?). ]



5.38 Ein Skatblatt als Restklassenring Z,,

a)

b)

5.39

0001110100, 0101110001 usw.

[ Man kann sich auch jeweils auf die ersten 8 Folgenglieder beschranken und die
Folgen zyklisch lesen. Dies sind dann sogenannte De-Bruijn-Folgen — hier flr die -
AlphabetgréBe k =2 und die Teilwortlinge n=3 — die per Definition der Lange k"
sind und zyklisch gelesen alle Worter der Lange 5 als Teilworter enthalten. ]

Das 5-fache Abheben ist Bluff; es soll nur gutes Mischen vortauschen. In Wahrheit
werden die Karten beim Abheben lediglich um  k; +k, + ks + k4 + K5 Positionen
zyklisch verschoben, behalten also (wie die Restklassen 1 bis 32 in z__) ihre zyklische
Reihenfolge. Die Karten sind anfangs beziiglich ,,rot (1) und ,,schwarz* (0) so anzu-
ordnen, dass die Funferblocke (Karte Nr. i,i+1 i+2,i+3,i+4, zyklisch gez&hlt) fir
jedes i zwischen 1 und 32 eine andere Farbenfolge, z.B. 01101, haben. Und daran
andert das Abheben ja nichts.
Der Zauberer merkt sich die Reihenfolge der 32 Karten (was fir manche an echte
Zauberei grenzen mag) und kann an der Rot-Schwarz-Information fiir die Karten
Nr.i,i+1i+2,i+3,i+4 (gerechnet inZ,,) das i ablesen und somit die Karten
aufzahlen.
Es erhebt sich die Frage, ob es eine solche Anordnung, eine De-Bruijn-Folge (s.0.) fur
2 und 5, gibt. Die Antwort ist ja, sogar viele. Intelligentes Raten oder systematisches
Durchprobieren ergibt mit Zeit und Geduld eine Losung wie
00000100011001010011101011011111.
[ In [Bogo 2014]* wird gezeigt, wie man eine De-Bruijn-Folge fir Wérter der L4ange n
uber dem Alphabet A= {0, ..., k-1} rascher findet:
e Schreibe eine Folge von n Zahlen aus A.
e Hange so lange wie moglich an die bisherige Folge die groRtmogliche der
Zahlen 0 bis k-1 so an, dass die letzten n Zahlen ein neues n-Teilwort bilden.
e (Wenn also mit keiner der k Zahlen ein neues n-Teilwort entstehen kann ...)
Streiche die letzten n—1 Ziffern. ]

Addition und Ordnungsrelation

Aus der induktiven Definition von < folgt:

Wenn man an die Strichliste m einen Strich anhangt, ist die erhaltene Strichliste grofier
als m: m <m | (strenger ausgedrickt: ist m kleiner als die erhaltene Strichliste). Und
daher ist auch die Strichliste nach Anhdngen eines weiteren Striches groRer als m:
m<m]||, usw. So erhélt man der Reihe nach jede gréRere Strichliste: m<n = n ist m|,
m || oder ein m|---|.

Nennen wir nun im Falle m < n die hinter m angehdngte Strichliste d, so ist n die
Strichliste, die entsteht, wenn wir d an m anhdngen.

Aus der induktiven Definition von + folgt:

Aus m entstent m + d auf folgende Weise: Man baut ,,gleichzeitig” d strichweise auf,
und fir jeden Strich, den man dabei bis zum fertigen d schreibt, hdngt man auch an m,
bzw. das mittlerweile verlangerte m, einen Strich an.

Wenn d fertig ist, haben wir gleichzeitig die Strichliste von d an m angehangt und so
m + d erhalten.

Insgesamt sind also die Strichlisten von n und m +d identisch.

! [Bogo 2014] A. Bogomolny, Constructive Existence of the de Bruijn Cycles, Interactive Mathematics Miscellany and
Puzzles, http://www.cut-the-knot.org/arithmetic/combinatorics/deBruijnCyclesAlgorithm.shtml, Gelesen 28. November 2014
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